Przestrzenie unormowane

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze jesli na przestrzeni liniowej X dana jest norma || - ||: X — [0, 00),
to jest ona funkcja ciagta w topologii wyznaczonej przez te wtasnie norme.

Zadanie 2. Wykazaé, ze przeksztalcenie liniowe T'(z,y) = (x — y,x + y) spelnia
tozsamosé || Tv||e = ||v]|1-

Wskazowka. Sprawdzi¢, ze T' przeprowadza kule jednostkows na kule jednostkows.

Zadanie 3. Rozstrzygnaé, czy istnieje przeksztatcenie liniowe T': R? — R? spelnia-
jace [|[Tvlloo = [|v[]1-

Zadanie 4. Sprawdzié, ze przestrzenie ¢, ¢y oraz £, (1 < p < 00) sg osrodkowe, tzn.
kazda z nich posiada przeliczalny zbiér gesty.

Zadanie 5. Wykazacé, ze { nie jest przestrzenia osrodkowa.

Wskazowka. Wskazaé¢ nieprzeliczalny zbior punktéw odleglych parami o co naj-
mniej 1.
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Zadanie 6. Rozwazmy zbior A ={0,1, 3, 3,...} z topologia euklidesows oraz prze-

strzenie

X =C(4),
Y = {f € C(A) : £(0) = 0}.

Sprawdzi¢, ze X jest izometryczne z ¢, a Y jest izometryczne z c.

Uwaga. Bardzie] ogblnie, Cy(L) jest izometryczne z odpowiednia podprzestrzenia
C(L), gdzie L jest uzwarceniem Aleksandrowa.

Zadanie 7. Niech I' bedzie dowolnym zbiorem z miarg liczacg. Zdefiniujmy

co(T) = {x: ' > K:{yel:|z(y)| > e} jest skonczony dla dow. € > 0},

loo(I) = {a:: I' 5 K:||z]|e :=sup|z(y)| < oo} ,
vel

vel

6,(I) = { [ K:lefz = Y ()P < oo} (1<p< o).

(a) Sprawdzi¢, ze je$li x € ¢o(I') lub = € £,(I') (1 < p < 00), to noénik = (czyli
zbiér tych v € ', dla ktérych x(7y) # 0) jest najwyzej przeliczalny.
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(b) Przekonac sie, ze jesli I' jest zbiorem nieprzeliczalnym, to zadna z przestrzeni
co(I), €,(T") (1 < p < 00) nie jest osrodkowa.

Zadanie 8. (nier6wnosé¢ Holdera) Dana jest przestrzen X z miara p oraz wyktadniki
1 < p,g,r < oo spelniajace zaleznosé %—i—% = % Jesli f € L,(n) ig e Ly(p), to
réwniez fg € L.(u), a ponadto

1Fgllr < [ fllpllglly-

Uwaga. Zadanie tatwo sprowadzi¢ do przypadku r = 1 (najbardziej klasycznej wer-
sji nier6wnosci Holdera). Wyktadnik ¢ speiajacy % + % = 1 bedzie nam czesto
towarzyszy¢, dlatego bedziemy go oznaczaé przez p'.

Zadanie 9. (nieréwnos¢ Minkowskiego) Dana jest przestrzen X z miara p oraz
wyktadnik 1 < p < co. Wowezas spetniona jest nieréwnosé trojkata

1f =+ glly <[ fllo+llglly dla f,g € Ly(p).

Wskazéwka. Zastosowaé nieréwnosé Holdera dla |f||f + gP~ i |g]|f + g[P~ .

Zadanie 10. Dowiesé, ze dla kazdego f € Lo(X,u) istnieje zbior A C X pelnej
miary, dla ktorego

[flloe = sup [f ()]
z€A
Zadanie 11. Na przestrzeni liniowej X dane sa dwie normy || - ||, || - ||, Sprawdzi¢,
ze
|- lly: X — R jest funkcja || - ||,-clagla <= Juso ||z]lo < M||z]jy dlaz e X.
W takim przypadku méwimy, ze || - ||, jest norma silniejszq od || - ||, (|| - |, S - 1l4)-

Zadanie 12. Dwie normy || - ||, || - ||, na tej samej przestrzeni liniowej X nazywamy
rownowaznymi, jesli istnieje stata M > 0 spelniajaca

M_1||x||1 < lzlle < M||z||y dlaz e X.

Przekona¢ sie, ze dwie normy sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy wyznaczaja
te sama topologie.



Zadanie 13. Na R" dana jest norma | - ||. Sprawdzi¢, ze istnieje stala M > 0
spelniajgca
M1tz <M dlazed[-1,1]",

a wiec norma || - || jest réwnowazna normie supremum || - ||__.

Zadanie 14. #® Niech 7: X — Y bedzie operatorem liniowym miedzy dwiema
przestrzeniami unormowanymi. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) T jest operatorem ograniczonym, tzn. istnieje M > 0 speliajace ||Tz||y < M||z| x
dla z € X;

(b) operator T jest ciagly;

(c) operator T jest ciagly w jakim$ punkcie zo € X.

Zadanie 15. (% na 22.03.2021) Niech A: R" — R™ bedzie przeksztalceniem linio-
wym miedzy przestrzeniami euklidesowymi R", R™ (z norma euklidesowa). Wykazaé,
7e || Al = v Amax, €dzie Amax jest najwieksza wartoscia wlasng AT A.

Pytanie na przysztosé. Czym jest AT w kontekscie przeksztalceni liniowych (a nie po
prostu macierzy)?



Zupetno$é przestrzeni unormowanych
Definicje.

e Ciag a, w przestrzeni metrycznej jest ciagiem Cauchy’ego, jesli dla dowolnego
e > 0 istnieje ng € N takie, ze |a, — a,,| < € dla wszystkich n,m > ny.

e Przestrzen metryczna jest zupetna, jesli kazdy ciag Cauchy’ego w tej przestrzeni
jest zbiezny.

e Przestrzen unormowang nazwiemy przestrzenia Banacha, jesli jest zupeila
(w zadanej normie).

Zadanie 1. ® Niech a,, bedzie ciggiem Cauchy’ego, a an, jego podciagiem (zbieznym
do a). Wykazad, ze ciag a,, rowniez jest zbiezny (do a).

Zadanie 2. Zalozmy, ze ciagg punktéw z, € B w przestrzeni Banacha B spetnia
warunek > ||z, || < co. Zdefiniowaé sume Y00 x,, € B.

Zadanie 3. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a Y C X jej podprzestrzenia
liniowa. Woéwcezas Y jest przestrzenia Banacha (z norma dziedziczona z X) wtedy
i tylko wtedy, gdy jest domknietg podprzestrzenig X.

Zadanie 4. Jesli M jest skonczenie wymiarows podprzestrzenia przestrzeni unor-
mowanej, to M jest podprzestrzenig domknieta.

Zadanie 5. (% na 29.03.2021) Czy na przestrzeni ¢y ciagéw o skonczenie wielu
wyrazach niezerowych da sie wprowadzié¢ strukture przestrzeni Banacha?

Zadanie 6. Przestrzenie ¢q i ¢ sa domknietymi podprzestrzeniami /..
Przestrzen Cy(X) jest domknieta podprzestrzenia Cy(X), jesli X jest lokalnie zwarta
przestrzenig Hausdorffa.

Zadanie 7. Niech F bedzie przestrzenig funkcji wielomianowych na przedziale
[0,00). Dla f(z) = 37, azz® okredlmy norme na dwa sposoby:

Il =D lawl,  (1fllz == sup | f(z)le™.
k=0 220

(a) Sprawdzié, ze sa to dobrze okreslone, nieréwnowazne normy na E.



(b) Czy w ktérejs z nich przestrzen E jest zupeilna?
Zadanie 8. ® Niech V C C([—1,1]) bedzie podprzestrzenig liniows

V:{fEC([—l,l]):/O /() dx:/olf(x) dz}.

(a) Uzasadnié, ze przestrzen V wyposazona w norme dziedziczona z C([—1,1])
(czyli norme supremum | f|lo = sup{f(z) : z € [-1,1]}) jest przestrzenia
Banacha.

(b) Sprawdzi¢, ze odleglos¢ funkeji g(x) = z od V wynosi £, ale nie jest realizowana
przez zaden element V. Innymi stowy,

: 1 1 :
}g‘f/ lf = 9gllec = Y ale ||f —9glloo > 5 dla kazdego f € V.



Norma operatora i przestrzenie sprzezone

Uwaga. Wiemy juz, ze operator liniowy 7: X — Y jest ciagly wtedy i tylko
wtedy, gdy ||Tz|| < M||z| dla pewnej statej M > 0. Norma operatora T' nazywamy
najmniejsza taka stata M.

Zadanie 1. Niech X bedzie przestrzenia unormowang (niekoniecznie zupeina!),
a Y przestrzenia Banacha. Wéwcezas przestrzen L£(X,Y) operatoréw ograniczonych
X — Y (wyposazona w norme operatorowa) jest przestrzenia Banacha.

Wniosek. X* = L(X,K) jest zawsze przestrzenia Banacha.

Zadanie 2. Okreslamy operator T': {; — ¢o wzorem T'(z), := Y32, Tr. Wykaz, ze
T jest ciagly i oblicz jego norme.

Zadanie 3. Zbadaj ciaglos¢ i znajdz norme przeksztalcenia T': L,[0,1] — L,[0, 1]
danego wzorem T'f(x) := f(y/x).

Zadanie 4. Obliczy¢ norme id: £; — £ dlan € N oraz 1 < p,q < oo.

Definicja. Niech X bedzie przestrzenia unormowang. Funkcjonatem liniowym na X
nazwiemy dowolne przeksztatcenie liniowe ¢: X — K w cialo skalaréw. Przestrzenia
sprzezong do X nazwiemy przestrzen liniowg X* wszystkich cigglych funkcjonatow
na X, wyposazong w norme operatorowg

ollx+ = sup [{,z)].

ll=]lx <1

Zadanie 5. ® Funkcjonal ¢: R* — R zadany jest wzorem
O(T1, Ty ..., XTy) = @171 + A2T2 + ... + apT,

dla pewnych aq,as, ...,a, € R. Wyznaczy¢ jego norme, gdy na R" rozpatrujemy

(a) norme euklidesows ||z||2 = \/|x1|2 + 2|2+ . F |z
(b) norme ||z|j1 = |x1| + |x2| + ... + |74l

(¢) norme [[zfloc = max(|a:], |2sf, . [za])-



Zadanie 6. 7 samej definicji, dla kazdego ciagu = € c istnieje granica limx,.
Przekonac sig, ze x — lim x,, jest ciaglym funkcjonatem na c. Jaka jest jego norma?

Zadanie 7. Rozwazmy plaszczyzne R? z norma

1
I y)llp = (2 + [y)7

gdzie 1 < p < oo jest ustalonym wyktadnikiem. Dla zadanych liczb rzeczywistych
a,b € R wyznaczy¢ norme funkcjonatu ¢(z,y) = ax + by.

Wskazéwka. Zbada¢ maksimum |p(v)| na zbiorze {v € R*: ||v, = 1}.

Zadanie 8. Dla zadanej przestrzeni unormowanej X i funkcjonatu ¢ € X* wyzna-
czy¢ norme operatorows ||¢||.
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Zadanie 9. #® Niech

X = {f € C0,1] : Viepayy f(t) =2f(1 — t)} .

Czy X z norma supremum jest przestrzenia Banacha? Udowodni¢, ze nastepujace
funkcjonaly sg cigglte na X, i obliczy¢ ich normy:

(a) @(f) == f(1/4)
(b) @(f) := f(3/4)
() o(f) = fo'? f(z) dz



Uwaga. Ponizsza seria zadan jest poswiecona przeniesieniu konstrukeji ilorazu i su-
my prostej na grunt przestrzeni Banacha. Wrécimy do tych poje¢ przy okazji twier-
dzenia o odwzorowaniu otwartym, ale chetnym polecam zapoznanie sie juz teraz.

Zadanie 10. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a Y C X jej domknieta pod-
przestrzenia. Wprowadzmy przestrzen ilorazowa X/Y jako zbiér warstw [z] = 2 +Y,
z normg ilorazows
= inf .
Il == inf o+ ]

Sprawdzié, ze X/Y jest przestrzenig Banacha, a rzutowanie z — [x] ma norme 1.

Wskazowka. Rozwazy¢ ciag Cauchy’ego [z,] spetniajacy ||[zn11] — [2n]]] < 27" 1 wska-
za¢ odpowiadajacy mu ciag Cauchy’ego w X.

Zadanie 11. Jesli ograniczony operator 7': X — Y na przestrzeniach Banacha X, Y
jest zerowy w obcieciu do domknietej podprzestrzeni Xy C X, to istnieje doktadnie
jeden operator T: X/Xy — Y, dla ktérego Tz = T[] i ||T|| = ||T.

Zadanie 12. Rozwazmy nastepujace podprzestrzenie liniowe cy:

M ={x € ¢y : ©, = nz,,_, dla parzystych n},
N = {x € ¢ : ,, = 0 dla nieparzystych n}.

Sprawdzi¢, ze sa to podprzestrzenie domknigte przecinajace si¢ jedynie w zerze, a su-
ma algebraiczna
M+N={zx+y:xeM, ye N} Cq

jest wtasciwg gesta podprzestrzenia cy. Wywnioskowad, ze nastepujace wynikanie jest
fatszywe:

M,NCX — domkniete podprzestrzenie
X =M®N w sensie algebraicznym



Twierdzenie Hahna-Banacha

Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, f: M — K ciggltym funk-
cjonatem okreslonym na pewnej podprzestrzeni liniowej M C X. Wowczas istnieje
ciggle przedtuzenie F': X — K o tej samej normie: ||F||x—x = || f||m—x-

Zadanie 1. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, M C X jej podprzestrzenig
liniowa, a o € X dowolnym punktem. Wykazaé, ze xo ¢ M wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje funkcjonal x* € X* spelniajacy (x*,z9) = 11 2*[j; = 0.

Zadanie 2. Wykazac, ze jesli przestrzen X* jest osrodkowa, to przestrzen unormo-
wana X réwniez.

Pytanie. Czy zachodzi rowniez przeciwna implikacja?

Zadanie 3. (% na 05.04.2021) Wykazaé, ze w {, istnieje funkcjonal, ktéry nie jest
reprezentowany przez ciag z (.

Zadanie 4. Niech X bedzie przestrzenig unormowang i x € X. Wowczas istnieje
funkcjonal z* € X*, dla ktérego ||z*|| =11 (z*, z) = ||z]|.

Zadanie 5. Niech X bedzie przestrzeniag unormowang i x € X. Wykazac, ze

lzlx = sup  (p, 7).
peX*, [lpllx=<1

Uwaga. Wynik ten pozwala zastapi¢ badanie normy badaniem wyrazen liniowych,
co trudno przecenic.

Zadanie 6. Kazdemu elementowi z € X mozna przyporzadkowaé element i(z) € X** = (X*)*
wzorem
X* 32" — (2",2) € K.
Przekonad sie, ze zadaje to izometryczne wlozenie i: X — X** (zwane odwzorowa-
niem kanonicznym).

Uwaga. Przestrzenie, dla ktorych to wlozenie jest izometrycznym izomorfizmem, na-
zywamy refleksywnymi.



Ulubione przestrzenie sprzezone

Przypomnienie. Dla wielu przestrzeni X elementy przestrzeni sprzezonej X* sg
tatwo scharakteryzowane:

o cyo = ¢y =41 oraz £y = {y (dla 1 < p < oo) w sensie sparowania
[e.9]
n=1

e ¢* =/ w (nietypowym) sensie sparowania (z,y) = x1 limy, + > 00 Tpi1Yn-

e Dla przestrzeni (X, p1) z o-skonczong miarg oraz 1 < p < 0o, L,(X)* = L,(X)
W sensie sparowania
{90 = | fla)g(z) dp(z).
e Dla zwartej przestrzeni K, C'(K)* = M(K) w sensie sparowania

(. f) = [ f(@) dua).

Zadanie 1. Dla podprzestrzeni
M = {(L’ € ég LTy = —21'1, r1 = —21'2}
przestrzeni ¢y znalez¢ funkcjonaty f, g € £; takie, ze M = ker f Nkerg.

Zadanie 2. Znalez¢ norme funkcjonatu ¢: L3(0,1) — K zadanego przez

o) = [ o) da.

Zadanie 3. Wskazacé funkcje f € Ly(0, 1), dla ktérej funkcjonat (o, g) = fy g(v/z) da
zadany na Ly(0,1) wyraza si¢ wzorem (g, g) = [ f(2)g(x) dz.

Zadanie 4. Znalez¢ nieograniczony liniowy funkcjonal ¢: 5 — R (ale okreslony
wszedzie).

Wskazowka. Przedtuzy¢ jakos funkcjonat ¢: cog — R okreslony przez (p, x) = >0° | @p.

1



Uwaga. Przekonamy sie p6zniej, ze jesli funkcjonal liniowy postaci fo 3  — > 2,9,
jest okreslony wszedzie, to musi by¢ ograniczony.

Zadanie 5. Rozwazmy punkty a,b € [0,1] i odpowiadajace im funkcjonaty na
c([0,1]):
0a(f) = fla),  &(f)=f(b).

Wyznaczy¢ norme ||0, — 0p||c(jo,1)+ W zaleznosci od a i b.

Zadanie 6. # Dla danego funkcjonatu A € C([0,1])* znalezé miare p taka, ze
A(f) = [y f(t) du(t) dla kazdego f € C([0,1]), a nastepnie wyznaczyé ||A||.

(@) AP = [ F(8)cos(t)

) A = PO g a

W obu przypadkach znalez¢ tez funkcje y o wahaniu ograniczonym, ktorej pochodna
jest p.

Zadanie 7. Niech u bedzie regularng miara borelowska (ze znakiem) na [0, 1]. Jesli
/ " dp(z) =0 dlan=0,1,2,...,
[0,1]
to u = 0.

Zadanie 8. Przekonad sig, ze kazdy funkcjonat ciagty na C([0,1]) jest postaci

CH0) 2 o [ FE) dua)+ [ () dvl)

[0,1]
dla pewnych miar p, v. W tym celu warto utozsami¢ C1([0, 1]) z podprzestrzenig
X :={(f,9) : f jest rézniczkowalna w (0,1) oraz ' = g} C C([0,1]) & C([0, 1]).

Rozwigzanie. Najpierw kilka stow o produkcie dwdch przestrzeni Banacha E;, Es.
Na E; x E3 mozemy domyg$lnie przyja¢ norme ||(eq, e2)||gem, = |leille + ezl s,
i powstala przestrzen Banacha oznacza¢ przez E; @ Fsy. Nie ma to duzego znaczenia,
wziecie np. max(||e1]|g,, ||e2]|z,) zamiast sumy daje norme réwnowazna (co zreszta
wynika z wlasnosci uniwersalnej). Latwo sprawdzié, ze para funkcjonatéow p; € ET,
w9 € B3 zadaje funkcjonal na ) @ E, wzorem

By @ By 3 (e1,e2) — pi(er) + pa(e2) € K.
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I odwrotnie, kazdy funkcjonal ® € (E; @ Es)* mozna przedstawi¢ jak wyzej, jesli
przyjmiemy
@1(61) = <I>(61, O), (,02(62) = @(O, 62).

Tak wiec (B @ Es)* = Ef ® E5 (jak latwo sie przekonaé, rownowazne normy na
E, & F5 odpowiadaja réwnowaznym normom na (E; @ Fy)*).

PrzejdZzmy do zadania. Na C'([0,1]) przyjmijmy standardowa norme

1A ller == M1 lloe + M1 oo

Przy takim doborze norm na C' i C @ C przyporzadkowanie

C'sfd(ff)eX, X3(fgisfec

jest izometrig, mozemy wiec $miato utozsami¢ C' i X (oraz funkcjonaly na jednej
i drugiej przestrzeni). Dowolny funkcjonal & € X* na mocy twierdzenia Hahna-
Banacha przedtuza si¢ do funkcjonatu & € C' @ C. Ten z kolei — na mocy wcze-
$niejszych uwag — reprezentuje sie przez dwa funkcjonaty 1, s € C*. Z twierdzenia
Riesza wiemy, ze odpowiadaja im pewne miary borelowskie na [0, 1], a zatem

B(f.9) = i) +2l9) = [ J@) du@) + [ g(a) dv(a) dlafigeC,
[0,1] [0,1]
a w obcieciu do X i po uwzglednieniu utozsamienia z C*:
<¢WXﬁ=®UJ3=/} z) du(z +/‘ )dv(z) dla f e C

[

Zadanie 9. Przestrzen C([0,1]) mozna traktowaé jako domknieta podprzestrzen

Lo ([0, 1]). Funkcjonat 6o(f) = f(0) jest ciagltym funkcjonatem o normie 1 na C([0, 1]),

zatem z twierdzenia Hahna-Banacha mozna go rozszerzy¢ do funkcjonatu ¢ na Lo ([0, 1])

o normie 1. Sprawdzi¢, ze nie istnieje funkcja g € L1 ([0, 1]) spetniajaca o(f) = ) f(s)g(s) ds
dla f € Loo([0,1]).

Zadanie 10. Ustalmy N € N. Wykazaé, ze istnieje regularna miara borelowska p
na [0, 1] taka, ze dla kazdego wielomianu P stopnia < N zachodzi

SR
Pduy = P — .
/[0,1] a Z (N)

k=1
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Czy da sie znalez¢ takie p, by powyzsza nieréwnos¢ zachodzita dla wszystkich wielo-
mianow?

Zadanie 11. (% na 26.04.2021) Wykazaé, ze dla liczb zespolonych zi, 2o, ..., 2,
istnieje taki zbior I C {1,2,...,n}, ze

n

Z'Zl| < T

i=1

Szl

il

Zadanie 12. Rozwazmy produkt przestrzeni z miara (X, p) i (Y, v) oraz nieujemna
funkcje mierzalng f: X x Y — K. Wykaza¢ ogdlniejsza wersje Minkowskiego: dla
1 < p < g < o0 zachodzi nieréwnosé

A o llzg vy < TN zgwan L (-
Przez podwdjna norme rozumiemy, ze najpierw catkujemy wzgledem jednej zmiennej,
a potem wzgledem drugie;j.

Wskazowka. Gdy g < 0o, mozna zamienié¢ norme ||h|| Ly/p(Y) D& SUpremum z Jy gh dv
po wszystkich ||g||L(q/P>, <1



Twierdzenia o oddzielaniu

Zadanie 1. Niech C' C R? bedzie zbiorem otwartym wypukltym. Wykazaé, ze przez
dowolny punkt p ¢ C' mozna poprowadzi¢ prosta roztaczna z C.

Wskazéwka. Rozwazy¢ obraz C przy przeksztalceniu R%\ {p} > z — oo € St.

Zadanie 2. Niech B bedzie przestrzenia Banacha, a f: B — R funkcjg ciagta
wypukta. Wykazac, ze dla dowolnego = € B istnieje hiperptaszczyzna podpierajaca,
czyli funkcjonalt ¢ € B* spelniajacy

fly) = f(z) + ¢y —x) dlaye B.

Wskazowka. Rozwazyé zbior {(y,t) : f(y) <t} w B@®R.



Suma prosta (uzupetnienie)

Zadanie 1. Rozwazmy pare przestrzeni unormowanych Fy, Fs oraz ustalmy dowolna
norme | - | na R?. Na produkcie kartezjaiiskim E; X E, okreslmy norme wzorem

[(e1, €2)]| == ‘(”eluEu le2lls,)| dla (er,e2) € By x By

i powstatg przestrzen unormowang nazwijmy F, & Fs.
(a) Sprawdzi¢, ze inny wyboér normy na R? dawalby réwnowazna norme na E; @ Es.

(b) Sprawdzi¢, ze rzutowania na wspoétrzedne pg(e1,ea) = e (K = 1,2) sa ciagte,
ponadto dla dowolnej przestrzeni unormowanej X i pary ciagtych operatoréow
Ty,: X — Fj istnieje doktadnie jeden ciaglty operator T: X — FE; @& E, spel-
niajacy T, = pro T (dla k = 1,2).

(c) Sprawdzi¢, ze wlozenia i1(e1) = (e1,0), ia(e2) = (0,e2) sa ciagte, ponadto dla
dowolnej przestrzeni unormowanej X i pary ciaggtych operatoréw Ty : E, — X
istnieje doktadnie jeden ciggty operator T': E1® FEy — X spetniajacy Ty, = T oty
(dla k =1,2).

Definicja. Niech X bedzie przestrzenig Banacha, a Y C X domknieta podprzestrze-
nig. Powiemy, ze Y ma dopelnienie, jesli istnieje domknieta podprzestrzen Z C X,
dla ktorej przeksztatcenie

O YPZ—- X, Py,2)=y+=z
jest izomorfizmem.

Zadanie 2. Przekonac sie, ze Y ma dopelienie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
domknieta podprzestrzen Z C X spetniajaca Y N Z = {0} oraz lin(Y, Z) = X.

Uwaga. Wymaga to powotania sie na twierdzenie o odwzorowaniu otwartym.

Zadanie 3. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a Y C X domknieta podprze-
strzenia. Wykazac¢ istnienie dopetnienia przy dodatkowym zalozeniu, ze:

(a) Y jest wymiaru 1;
(b) Y jest kowymiaru 1, tzn. Y = ker ¢ dla pewnego ¢ € X*;

(c¢) (na przyszto$é) X jest przestrzenig Hilberta, tzn. norma wyznaczona jest przez
iloczyn skalarny.



Wskazowka. (a) Skorzystaé¢ z twierdzenia Hahna-Banacha. (b) Przyja¢ Z = lin(z)
dla pewnego x ¢ ker . (c) Przyja¢ Z =Y+ = {2 € X : Vyey (z,y) = 0}.
Uwaga. Teza pozostanie prawda, jesli w (a) i (b) przyjmiemy skoriczony wymiar lub

kowymiar.

Zadanie 4. (% mna 24.05.2021) Wykazaé, ze ¢y nie ma dopelnienia jako podprze-

strzen /.
Uwaga. To zadanie jest znane jako lemat Phillipsa i jest wyjatkowo trudne; zachecam

do zajrzenia do zewnetrznych zrodet.



Teoria spektralna — wstep

Przypomnienie.

e Jesli X,Y sa przestrzeniami Banacha, to przestrzen L£(X,Y) ograniczonych
operatoréw T: X — Y rowniez.

e Dla 5,7 € L(X) mamy ||ST|| < ||S]| - |T|| (gdzie L(X) oznacza L(X, X)).
o Jedli T, € L(X) oraz X ||T,,|| < oo, to szereg YT, okresla pewien element
L(X).

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze jesli T' € L(X) oraz ||T|| < 1, to element S := > 2%, T"
jest dobrze okreslony oraz

SI-T)=1=(I-T)8S.

Zadanie 2. Wywnioskowaé z poprzedniego zadania, ze
(a) operator T'— A jest odwracalny dla A > ||T°|;

(b) jesli odwracalny jest operator T, to odwracalny jest réwniez T+ S, o ile ||.S]|
jest odpowiednio matle.

Uwaga. Wynika juz stad zwarto$é¢ spektrum.

Zadanie 3. Niech T € £(X). Wykazac, ze element exp(T) := Y- LT™ jest odwra-
calny. Jaka jest jego odwrotnosé?

Definicje. Dla operatora T € £(X) definiujemy o(7T") jako zbiér tych A, dla ktoérych
operator T'— AI nie jest odwracalny.
Warto odnotowac trzy powody, dla ktorych moze si¢ to zdarzy¢:

o )\ € 0,(T) (spektrum punktowe): X jest wartoscia wlasna, czyli T'— AI nie jest
roznowartosciowe;

e )\ € o.(T) (spektrum ciagte): A nie jest wartoscia wlasna, ale obraz T'— AI jest
gesta wlasciwa podprzestrzenia;



o )\ € 0,(T) (spektrum residualne): A nie jest wartodcia wlasna, ale obraz T'— \I
nie jest nawet gesty.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze operator

T(l’,y) = (y7 —I)

ma puste spektrum jako operator T': R? — R?, ale niepuste jako operator T': C? — C2.

Uwaga. Z tego powodu od tej pory domyslnie bedziemy rozpatrywali jedynie liczby
zespolone jako ciato skalardw.

Zadanie 5. Znalez¢ spektrum operatoréow

T: L(]0,1]) — L1(]0,1]), Tf(z)=xf(z),
S:C([0,1]) = ([0, 1)), Sf(x) = zf(x).

Jakie jest ich spektrum punktowe, ciggle i residualne?

Zadanie 6. Wyznaczy¢ spektrum i rezolwente operatorow przesunigcia w lewo
i w prawo na fs:

R,L € L({y),
R(%l,l'g,l'g, .. ) = (O,l’l,l'g, .. .),

L(I‘l, T2, T3, .. ) = (1’2, T3,T4, .. )

Uwaga. W przysztosci bedziemy mieli lepsze narzedzia do badania spektrum opera-
torow na przestrzeni Hilberta.
Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze |R|| = ||L|| = 1, a wiec o(R),o(L) C B(0,1).

Pokazemy, ze istotnie spektrum obu operatoréw to domkniete koto jednostkowe.
Tymczasem zauwazmy, ze dla |[A| > 1 rezolwenta wyraza sie poprzez zbiezny szereg

potegowy:

A R (k) B w2V
A=)t = 2" —/i)_ :A—lg(L/A)”



Mozna odczytaé stad jawny wzor na rezolwente. Mianowicie R™ to przesuniecie o n
miejsc w prawo, a wiec dla ustalonego k € N mamy

(M =R)2) = Z/\‘” L(R"z),
= Z /\_n_ll’k_
n=0

Podobnie L™ jest przesunieciem o n miejsc w lewo, wiec
(M =1)™2) = Z A

Poszukiwanie spektrum zacznijmy od spektrum punktowego L. Rozwazanie rownania
Lz = Mz tatwo prowadzi do wektora z) = (1, A\, A2, ...) (lub jego wielokrotnosci). Dla
|A| < 1 mozna bezposrednio sprawdzi¢, ze x) € (L) oraz Lzy = Ax,. Oznacza to,
ze cale koto otwarte B(0, 1) jest zawarte w o(L). Skoro jednak spektrum jest zwarte,
to réwniez B(0,1) C o(L), co konczy poszukiwanie spektrum L.

Pokazemy teraz, ze B(0,1) C o(R), skad (podobnie jak dla L) wynika¢ bedzie, ze
o(R) = B(0,1). Ustalmy wiec |A\| < 1. Latwo sie przekonaé (przyréwnujac odpowied-
nie wyrazy), ze dla dowolnego ciagu x (niekoniecznie z {5) istnieje doktadnie jeden
ciag y spetiajacy (Al — R)y = x, i jest on wyrazony wyprowadzonym wczesniej
wzorem na rezolwent(g. Wida¢ wtedy, ze dla ciagu x) = (1, A\, A2, ...) takim ciagiem y
jest yp = A1 Z 6 X727 Ciag ten nie nalezy do £, (bo nie jest nawet ograniczony),
a poniewaz jest Jedyny, to nie istnieje 3 € £y, dla ktérego (Al — R)y’ = x,. To konczy
dowod.

Mozna tez inaczej dowodzi¢, ze =) nie nalezy do obrazu A — R. Oznaczajac przez
(-,-) iloczyn skalarny w /5 i przyjmujac dowolne y € f5, mamy mianowicie

<<)‘[ - R)yam)\> = Z()‘yn - ynfl) ’ )‘nil
n=1
_ Z >\yn . )\n—l - Z yn—l)\n_l _ 07
n=1 =

przy umowie notacyjnej, ze yo = 0. Gdyby istniato y € ¢ spetniajace (Al —R)y = x,
to otrzymaliby$my sprzecznosé: ||zy]|* = 0. Stad wniosek, ze ) nie lezy w obrazie.

]



Operatory zwarte

Zadanie 1. Zalézmy, ze X jest nieskonczenie wymiarows przestrzenia unormowana,
za$ Bx = {x € X : ||z|| < 1} jest domknieta kula jednostkowa w X.

(a) Pokazaé, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieja wektory zq,xs,... € By takie, ze
|z; —axl| =21 —edlaj#k

(b) Wywnioskowaé, ze Bx nie jest zbiorem zwartym.

Zadanie 2. Wykazaé, ze ztozenie operatora zwartego z ograniczonym (w dowolnej
kolejnosci) daje operator zwarty.

Zadanie 3. Wywnioskowa¢ z poprzednich zadan, ze na nieskoniczenie wymiaro-
wej przestrzeni zaden operator zwarty 71" nie moze by¢ odwracalny. Innymi stowy,
0ea(T).

Zadanie 4. Niech X,Y beda przestrzeniami unormowanymi. Przekona¢ sie, ze jesli
T: X — Y jest przeksztalceniem liniowym oraz T'(By) jest zbiorem zwartym w Y,
to T jest ciggte.

Zadanie 5. Niech T' € L£(X,Y) bedzie operatorem skoriczenie wymiarowym, tzn.
dim T'(X) < oo. Sprawdzi¢, ze T jest zwarty.

Zadanie 6. Sprawdzié, ze jesli z,, € X jest ciagiem ograniczonym, T, — T w L(X),
Tixn, —=5 vy dla kazdego k oraz vy, — 4o, to Tx, — vo.

Wywnioskowaé, ze operatory zwarte IC(X) stanowia domknieta podprzestrzen ope-
ratoréw ograniczonych L£(X).

Wskazowka. Zastosowaé¢ metode przekatniowa.

Zadanie 7. Operator T' € L({,) jest wyznaczony przez ciag a, € C wzorem
Te, = anpe,, gdzie e, oznacza baz¢ kanoniczng ¢,. Wykazac, ze T' jest zwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy a,, — 0.

Zadanie 8. ® Czy operator przesuniecia w prawo
S:l, — 1, S(x1, w9, x3,...) = (0,21, 22, ...)
jest zwarty?

Zadanie 9. Zbada¢ zwarto$¢ nastepujacych operatoréw ciggtych:



(a) T e L(C([0,1]), Tf(x) = = f(x)
(b) T € L(CH([0,1]),C([0.1])), Tf = f
(¢) T € L(Ly([0,1]), Tf(x) = Jg f(t) dt

Zadanie 10. ® Zalézmy, ze g: R — R jest funkcja 1-okresowa i catkowalng na
[0,1], a T € L(C([0,1])) jest zadane wzorem

T,0(6) = [ glt = 5)7(s) ds dia f € O(0,1)

Czy da si¢ dobra¢ g tak, by Tj byto operatorem identycznosciowym?



Przestrzenie Hilberta

Definicja. Tloczynem skalarnym na X nazwiemy funkcje (-,-): X x X — K spel-
niajaca

e (z,x) > 0, ponadto (z,z) = 0 tylko dla x = 0;

o (z,y) = (y,2) (gdy K=R) lub (z,y) = (y,2) (gdy K= C);

e (x,y) jest dwuliniowe (gdy K = R) lub péttoraliniowe (gdy K = C).
Definicja. Iloczyn skalarny wyznacza norme wzorem |z|| = m . Gdy jest ona

zupetna, przestrzen nazywamy przestrzeniag Hilberta.
Zadanie 1. Wykaza¢ twierdzenie Pitagorasa: jedli (z,y) = 0, to [|z+y||*> = ||=]]*+]y|*.
Zadanie 2. Sprawdzi¢, ze jesli norma || - || na X jest wyznaczona przez iloczyn

skalarny (-, -), to zachodzi tzw. tozsamosé¢ réwnolegtoboku:

Iz + yll* + llo — yl* = 2[|z]I* + 2lly[I*  dla 2,y € X.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze w dowolnej przestrzeni X (nad cialem K) z iloczynem
skalarnym zachodza tzw. tozsamosci polaryzacyjne:

1
(z,y) = 1(|Iw+yll2— lz = y|I?) gdy K=R,
1 . : . :
(#.9) = 7 (le + P = llo =yl +ille + iyl —ille —iy|*) edy K=C.
Uwaga. Pozwalaja one wyznaczy¢ iloczyn skalarny za pomoca normy.

Zadanie 4. (% na 31.05.2021) Wykazaé twierdzenie Jordana—von Neumanna: jesli
w przestrzeni unormowanej X spelniona jest tozsamo$é¢ réwnolegtoboku, to funk-
cja (-, -) zadana przez tozsamosci polaryzacyjne daje iloczyn skalarny wyznaczajacy
wyj$ciowa norme.

Uwaga. W rozwigzaniu mozna ograniczy¢ sie do przypadku rzeczywistego.



Zadanie 5. Dla przestrzeni X z norma wyznaczong przez iloczyn skalarny wypro-
wadzi¢ nastepujace uogoélnienie tozsamosci rownolegtoboku:

n
Z&‘Z‘z‘

=1

>

ee{-1,1}"

2 n
:QTLZ”IZH2 dlaIl,...,fL’nEX.
=1

Powyzej pierwsza suma jest indeksowana przez wszystkie n-elementowe ciagi o wy-
razach ¢; = £1.

Uwaga. W zadaniach nizej zaktadamy, ze 'H jest przestrzenia Hilberta.

Zadanie 6. Niech

M :={f € Ly([-1,1])) : f(z) = f(—=z) p-w.} C Lo([-1,1]).
Znalez¢é M+ oraz rzut ortogonalny na M.

Zadanie 7. Niech V,, bedzie podprzestrzenia Lo([0, 1]) sktadajaca sie z funkcji sta-
lych na przedziatach [£ EtL) (dla k= 0,1,...,n —1).

(a) Znalezé V-

(b) Znalez¢ rzut ortogonalny na V.

(¢) Znalez¢ odlegtosé funkcji f(t) =t w Lo([0,1]) od V,.
Zadanie 8. Zalézmy, ze G C F sa dwoma o-ciatami podzbioréw X, a p skonczona
miarg na (X, F). Wykazaé, ze

(a) M = Ly(X, G, ) jest domknieta podprzestrzenia Lo( X, F, p).

(b) Dla dowolnego zbioru A € G oraz dowolnego f € Lo( X, F, i) zachodzi réwnosé

[ Putdu= [ an.

gdzie Py; oznacza rzut ortogonalny na M.

(c) Operator Py jest nieujemny, tzn. jesli f > 0 p-p.w., to réwniez Py f > 0
U-D.W.



Uwaga. Gdy p jest miara probabilistyczna, Py, f nazywa sie warunkows wartosciag
oczekiwana. Zapisujemy wtedy zazwyczaj [ f =Ef, [, f =E(f1a), Puf =E(f|G).

Zadanie 9. Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru A C ‘H zachodzi réwnosé (AL)+ = Tin A.

Zadanie 10. Niech {z,} C H bedzie zbiorem ortonormalnym, tzn. |[z,]* = 1
i1 (24, 25) = 0 dla a # 5. Wykazaé, ze wéwcezas nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) Zbior {z,} jest maksymalny (ze wzgledu na zawieranie) wsroéd zbioréw orto-
normalnych.

(b) Podprzestrzen lin{z,} jest gesta w H.

Zadanie 11. Zastosowaé ortogonalizacje Gram-Schmidta do trzech wektoréw 1, x, 22
w przestrzeni Hilberta Ly([—1, 1]). Nastepnie wyznaczy¢ odlegtoéé od 23 do lin(1, z, 2?),
czyli obliczy¢

b3 22
mm/ ‘x —a—bx—cx‘ dz.
a,b,ceC J_1

Zadanie 12. W przestrzeni Hilberta Ly([0, 1]) rozwazmy podprzestrzen

V= {feL2([0,1]):/01tf(t) dt = 0 oraz /Olt?’f(t) dt:O}.

Wyznaczy¢ Py (g) oraz dist(g, V'), gdzie g(t) = t*, a Py: Ly([0,1]) — V jest rzutem
ortogonalnym na V.

Zadanie 13. W dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta R? rozwazmy podprzestrzenie
M:{(x,O) GRZ:xER}, N ={(xz,x-tgh) :z € R},

gdzie 0 € (0,7) jest ustalonym katem. Znalezé wzoér na rzut (niekoniecznie orto-
gonalny) Ey: R? — R?, dla ktérego im(Fy) = M oraz ker(FEy) = N. Wykazac¢, ze
| Eg|| = 1/sin6.

Zadanie 14. Zalézmy, ze H jest przestrzenig Hilberta, a operator T' € L(H) spelnia
(Tx,z) > ||z||* dla wszystkich x € H. Wykaza¢, ze T: H — H jest izomorfizmem.

Wskazowka. Rozwazy¢ dopeklienie ortogonalne obrazu 7T'.



Operatory sprzezone w przestrzeniach Hilberta

Zadanie 1. Sprawdzi¢ nastepujace wtasnosci sprzezenia operatoréw H — H:

Zadanie 2. W przestrzeni Hilberta /5:

(a) Wyznaczy¢ operator sprzezony do przesuniecia w prawo: R(z1, xa,...) = (0,21, T2, . .

(b) Znalez¢ spektrum operatoréw R oraz R*.

Wskazowka. Punkt (b) zostal juz kiedy$ rozwiazany, ale teoria operator6w sprzezo-
nych pozwala uprosci¢ rozumowanie.

Zadanie 3. Niech T' € L(L»([0,1])) bedzie okreslony wzorem T'f(z) = [y f(y)dy.
Znalez¢ T™.

Zadanie 4. Operator T € L(L9(R)) zadany jest wzorem 7' f(z) = sgn(x)f(z + 1).
Zmalez¢ sprzezenie T™*. Czy T jest samosprzezony, unitarny, normalny?

Zadanie 5. Warunek 77T = id zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 1" jest wtozeniem
izometrycznym, tzn. ||[Tz|| = ||z|| dla z € H.

Zadanie 6. Dowiesé, ze ||T*T|| = ||T||* dla kazdego T € L(H).
Wskazowka. ||S|| = sup, =1 (Sz,z) dla samosprzezonego S.

).



Bazy ortonormalne

Twierdzenie Riesza-Fischera (i wnioski z niego). Kazda przestrzen Hilberta H
posiada baze ortonormalna {u,} (indeksowana pewnym zbiorem A). Odwzorowania

l5(A) 3 (Ta)aca — Y Talta € H, H 3w ((T,ua))ea € l2(A)

acA

zadaja izometrie H = 5(A). W pewnym sensie teoria przestrzeni Hilberta sprowadza
sie do teorii przestrzeni /5. W konkretnych zastosowaniach istotne sg jednak wlasnosci
wybranej bazy ortonormalnej.

Zadanie 1. (uklad trygonometryczny) Rodzina funkeji (27)~'/2exp(int) (n € 7Z)
tworzy baze ortonormalna przestrzeni Lo([0, 27]).

Zadanie 2. Znalez¢ wspoétezynniki Fouriera funkeji f(t) = ¢ (w uktadzie trygono-
metrycznym w Lo([—7, 7])) 1 wywnioskowaé, ze
© 1 2

RS

2
n=1 n

Uwaga. Ewaluujac otrzymane rozwiniecie f(¢) = t w punkcie ¢t = /2, otrzymujemy

inng znang tozsamosc:
T 1 1 1

+ +
4 3 5 7
Uzasadnienie poprawnosci tego rozumowania wykracza jednak (choé¢ nieznacznie)
poza omawiane tu przez nas narzedzia.

Zadanie 3. Okre$lmy H(x) = 1jo1/2) — Lj1/2,1), a nastepnie dla n, k € Z:
B i(t) = 272R(2™ — k)
= 2"/2 (ﬂ[kQ*",(Qk—l—l)Q*n*l) - ]1(2k+1)2*"*1,(k+1)2*n> :

Uktad Haara defiujemy jako rodzing h,, (n = 0,1,2,...1 k = 0,1,...,2" — 1)
z dodana funkcja ho(t) = 1.

(a) Sprawdzi¢, ze uktad Haara jest ortonormalny w Ly([0, 1]).

(b) Dla kazdego N € N wykaza¢ rownos$¢ nastepujacych przestrzeni:

lin (ho, hng: n < N—1, 0<k<2"—1) =lin (ﬂ[kw,(,ﬁmfw) L 0<k<2V — 1) :

1



(c) Uzasadnié, ze uktad Haara jest liniowo gesty w Lo([0, 1]).

Zadanie 4. Uklad Haara (h, ) (n,k € Z) jest baza ortonormalng w Lo(R).

Uwaga. Uklad Haara jest przyktadem rodziny falek, czyli bazy ortonormalnej v, &
zadanej przez i, (t) = 2/2)(2"t — k). Takie rodziny maja znaczenie dla zastosowan,
da sie tez znalez¢é podobny uktad, w ktérym ¢ € C.(R).

Zadanie 5. Zdefiniujmy dla n = 1,2,... funkcje Rademachera r, € Lo([0,1])
wzorem 7,(t) = sgnsin(2"7t); innymi stowy, r,(t) = £1 ze znakiem zaleznym od n-
tego bitu ¢ (w rozwinieciu binarnym). Czy po dodaniu funkcji stale réwnej 1 tworza
one baze ortonormalna w Ly([0, 1])?

Zadanie 6. Niech S bedzie rodzina wszystkich skoriczonych podzbioréw {1,2,...}
i okre$lmy uktad Walsha (w4)4es jako

wp =1, wa=[[rn dladeS, A#0.
neA

Wykazaé, ze jest to baza ortonormalna Ly([0, 1]).

Zadanie 7. Niech P, bedzie uktadem wielomianow Legendre’a

1 d"
= —#*=1)", tel[-1,1], n=0,1,2,....
znn! dtn’( ) ) E [ ? ]7 n 07 ) Y
(a) Wykazaé, ze P, jest ukltadem ortogonalnym w Lo([—1,1]). Jak go trzeba znor-
malizowac, by byt ortonormalny?

Fu(t)

(b) Czy jest to uktad zupety?

Zadanie 8. (% na 7.06.2021) Niech ‘H bedzie nieskoriczenie wymiarowa przestrzenia
Hilberta. Wykazaé, ze istnieje ciagta funkcja «: [0, 1] — H (czy krzywa), ktéra jest
roznowartosciowa i ma ortogonalne przyrosty, to znaczy:

(v(a) —v(b)) L (v(c) —y(d)) dla wszystkich0 <a<b<ec<d< 1

Zadanie 9. (% na 7.06.2021) Niech (f;(z)); oraz (g;(y)); beda uktadami ortogo-
nalnymi odpowiednio w Lo (X, 1) oraz Lo(Y,v). Wykazaé, ze

(a) uktad (fi(x)g;(y)):; jest ukltadem ortonormalnym w Ly(X X Y, p ® v);

(b) jesli uktady (f;):, (g;); sa zupelne, to ukltad (fig;):; tez jest zupelny.



Twierdzenie Radona-Nikodyma

Zadanie 1. Niech \ bedzie miarg Lebesgue’a na [0, 1], a g miara liczaca na [0, 1].
Przekonac sig, ze A < u, ale A nie posiada gestosci wzgledem pu.

Uwaga. To wskazuje na istotno$¢ zalozenia o-skonczonosci miar w twierdzeniu Radona-
Nikodyma.

Zadanie 2. Wykazaé, ze jesli u L v, to |u+v| = |p| + |v|.

Zadanie 3. Niech pu, v bedg dwiema miarami probabilistycznymi na tej samej prze-
strzeni mierzalnej (X, F). Korzystajac z twierdzenia Radona-Nikodyma, wykazaé, ze
jesli |ap — Br|(X) = 1 dla pewnych dodatnich «, § sumujacych sie do 1, to u, v sa
wzajemnie osobliwe.



Konsekwencje twierdzenia Baire’a

Twierdzenie (Banacha-Steinhausa). Niech T,,: X — Y bedzie rodzing ciagtych
operatoréw liniowych miedzy dwiema przestrzeniami Banacha X,Y. Jesli rodzina
ta jest ograniczona punktowo (tzn. sup, ||T,z| < oo dla z € X), to jest réwniez
ograniczona w normie (tzn. sup, || 7. || < o0).

Twierdzenie (Banacha o odwzorowaniu otwartym). Zatézmy, ze T: X — Y
jest ciagltym operatorem liniowym miedzy dwiema przestrzeniami Banacha X, Y.
Wowezas T jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy T jest otwarty, tzn. gdy obraz dowol-
nego zbioru otwartego w X jest otwarty w Y.

Zadanie 1. Jesli przestrzen unormowana X posiada przeliczalng baze ey, es, ..., to
nie moze by¢ zupeha.

Wskazowka. Zastosowaé twierdzenie Baire’a do zbiorow V,, := lin(ey, ..., e,).

Zadanie 2. Niech 1 < p < occoraz ¢ =p = ]ﬁ. Jesli x jest ciggiem takim, ze
szereg Y. .Yy, jest zbiezny dla kazdego y € ¢, to x € {,,.

Zadanie 3. Niech T': X — Y bedzie ciagta liniowa bijekcja miedzy przestrzeniami
Banacha X,Y. Wéwczas T jest izomorfizmem, tzn. odwrotnoé¢ T71: Y — X jest
ciagta.

Uwaga. Uzasadnia to np. podziat spektrum na czes¢ punktowa, ciagta i rezydualna.

Zadanie 4. Niech Y, Z beda dwiema domknigtymi podprzestrzeniami przestrzeni
Banacha X. Zalézmy ponadto, ze Y + Z = X oraz Y N Z = {0}. Wykazaé, ze rzut
P: X — X zadany przez Ply =idy i P|z = 0 jest przeksztatceniem ciaglym.

Wskazowka. Wykazaé, ze X jest sumg prosta Y i Z, czyli ze przeksztalcenie
Y®Z5>5 (y,2) — y+ 2z € X jest izomorfizmem.

Zadanie 5. (twierdzenie Banacha o wykresie domknietym) Jesli przeksztalcenie
liniowe T: X — Y miedzy dwiema przestrzeniami Banacha X,Y ma domkniety
wykres (czyli T' = {(z,Tx) : © € X} jest domknietg podprzestrzenia X & Y), to T
jest ciagte.

Wskazowka. Rozwazy¢ obciecie rzutowania P: X &Y — X do I,
Uwaga. Ciaglos¢ operatora liniowego 7': X — Y mozna wyrazi¢ warunkiem:

Va,e X Ty — 2 — Tx,— Tx.



Twierdzenie o wykresie domknietym méwi, ze réwnowazny jest mu warunek
Vo, e X r,—x, Toy—y — Tx=y,
ktory czesto tatwiej jest sprawdzic.

Zadanie 6. Zalozmy, ze T': X — Y jest operatorem liniowym miedzy przestrzeniami
Banacha X,Y. Wykazac¢, ze T jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
p e Y* pol jest ciggtym funkcjonatem na X.

Wskazowka. Twierdzenie o wykresie domknietym.

Zadanie 7. Zatézmy, ze T,: X — Y sa cigglymi operatorami liniowymi miedzy
przestrzeniami Banacha, oraz ze dla kazdego x € X istnieje granica Tx = lim,, o, T, .
Wéwcezas operator T jest ciagty.

Wskazowka. Przekonaé sie, ze rodzina T, jest ograniczona w normie, i skorzystac
z twierdzenia o wykresie domknigtym.

Zadanie 8. Zatozmy, ze X,Y sa przestrzeniami Banacha oraz T jest ciagltym
operatorem liniowym z X na Y. Wykaza¢, ze istnieje dokladnie jeden izomorfizm
S: X/kerT — Y spehiajacy T = Sq, gdzie ¢ jest kanonicznym rzutem X na
X/kerT.

Wynioskowa¢ stad, ze kazda osrodkowa przestrzen Banacha jest izomorficzna z pew-
nym ilorazem przestrzeni /.

Zadanie 9. Wykazaé, ze obraz operatora T' € L(X,Y) (miedzy przestrzeniami Ba-
nacha X,Y) jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stata ¢ > 0 spetniajaca
|Tx| = c||z]| dla z € X.

Zadanie 10. Zatézmy, ze XY, Z sg przestrzeniami Banacha, a operatory liniowe
A: X - Y, B: X — Z, C:Y — Z speliaja B = CA. Zalézmy ponadto, ze
dla kazdego x € X punkt y = Az jest jedynym spetniajacym réwnanie Bx = Cly.
Wykazaé, ze jesli B, C' sa ciagle, to A réwniez.

Zadanie 11. Dla kazdego t € S! istnieje funkcja ciggta f: S' — C, dla ktérej szereg
Fouriera nie jest zbiezny w punkcie ¢.

Zadanie 12. Niech || - |1, ]| - |2 beda dwiema zupelnymi normami na przestrzeni
liniowej X (tzn. (X, -[[1), (X, || -]|2) sa przestrzeniami Banacha). Zatézmy ponadto,
ze istnieje stata C' > 0 taka, ze ||z]|; < C||z||2 dla wszystkich z € X. Wéwcezas normy



te sa réwnowazne, czyli istnieje réwniez stata C’ > 0 spetiajaca ||z]2 < C'||z]; dla
r e X.

Zadanie 13. Rozwazmy przeksztatcenie liniowe 7': X — ¢, (na przestrzeni Banacha
X) zadane przez ciag T,,: X — K wzorem Tz = (T,,x),>1. Wowczas przeksztatcenie
T jest ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie T,, sa ciagte.
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